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In den ,^xercice8 du caIcuI integral" und dem „Trait^ des fonctions ^IliptiqueB" 
hat Legendre eine Reihe merkwürdiger Integrale behandelt ^ die er nach ihrem 
Urheber die Eulerschen Integrale nannte. Der Aui^angspunkt der Untersuehung 
bildet das Integral 



f. 



00 _ I 

— u X r 1 ar 



r 1 

u du = "^ (log . -) du 



welches Legendre durch r(a?+ 1) bezeichnet Die Eigensdiaften dieser Function F 
werden entwickelt und gezeigt vwie sich viele- bestinuate Integrale und Reihen auf 
dieselbe reduciren lassen. Allgemeiner fasste Qauss sämmtliche Eigenschaften dieser 
Integrale zusammen, indem er die hypergeometrische Reihe zur Basis nahm und 
schliesslich auf eine Function 11 (x) = r[x -{- 1) kommt, deren Definition auf ein- 
fache Weise den Zusammenhang zwischen vielen unendlichen R.eihen imd Producten 
mit bestimmten Integralen zeigt. Die berühmte Abhandlung über diesen Gegenstand 
befindet sich in den ,,Commentationes societ. re^e Gotting. T. 11. , Im XV. Bande 
des Journals ftir Mathematik hatte Lejeime Dirichlett die glückliche Idee den Loga- 
rithmen der Function r{x) unter der Form eines bestimmten Integrals darzustellen 
und so das Multiplicationstheorem von Gauss sehr ein&ch zu beweisen. In den fol- 
genden Zeilen soll dieser von Dirichlet eingeschlagene Weg auf die Discussion der 
Function F oder n mit complexem Argument angewendet werden. Es wird gezeigt^ 
dass die Untersuchung dieser Function in Form eines bestimmten Integrals auf eine 
ganz ähnliche Definition lyie die Gaussische für reelle Argumente führt imd über- 
haupt, dass sich die Eigenschaften der genannten Functionen mit reellem Argument 
auch auf solche mit complexem Argument übertragen lassen. In der Bezeichnung 
find wir dem grossen Götünger Geometer gefolgt. 

I. 

' Setzt man wie gewöhnlich « = V^— 1, so sei /7(y+»«) durch die Gleichung 
(1) Zr(y + «i) ^=^J e u du^=ij e u [cos (islogn) + «sin(sslogfi)] d« 

o o 

1* 



definirt Für y=o « = o wird 

(2) n(o) =/r''dii = i 

Integrirt man 



* J e u [coB (»logtt) + « 8U1 » log u]\ du 



partiell nach e so wird das Integral gleich 

— « y+1 •» — •• y 

-r^e u [cos(»logti)+t8in(»logw)]+(y+l+»i)ye u [cos(» log w)+tBin(« log »)](/« 

Nimmt man hierin succeaaive »»=0 ^ = 00, so verschwindet der ausserhalb des 
Integralzeichens stehende Theil und man erhält 

Je u dn = (y+l '\-%i)J e u du 

oder nach der obigen Bezeichnung (1) 

(3) n{f,+ l+%i) =(y+l-h*t) Z^(y + «) 

Dieses ist eine der Haupteigenschaften- der Function II , man findet leicht, wenn n 
eine ganze Zahl bedeutet 

n(y+n + ^i) = (y + l+»0(y + 2 + *t) .... (y+« + »i) /r(y+«) 
Setzt man hierin y = o s = o so ist wegen (2) 

n(n] = 1. 2, 3 ..... n 
eine bekannte Gleichung fiir^ein beliebiges ganzes positives n. 
Addirt man die Gleichung 

Sf+1 J^—uv y ^^u y 

Je u co8{»logti)dti=/ e u [cos(«logfi)cos(»logc)+8in(»logii)sin(»logf?)]dtt 



'0 



zu 



y+1 J^-uv y /»— n y 

• t? y e M 8in(»logii)rfti==/ e u [sin(» log fi)cos(» logt)) — cos(»logti)sin(alogt?)]flfu 
o o 

80 wird 

y+l ^-w y 

V Jeu [cos («logii) + isin (»logi«)] du = 



[cos (» log r ) — f sin (» log ü)] . ^ e ti [ces (» log u) + » sin (log n)] du 

o 

oder nach der Bezeichnung in (1) 

0O_,«,y4.^ -.(y+l+«) 

(4) Jeu du = ü n(z + zi) 

o 

Die Gleichungen (2—4) enthalten alles y was für das Folgende nöthig ist. 
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ü. 

Differentiirt man 

n[t (jif-\-aij\ =zj e 9 d» 

nach /, 80 wird 



1 (/J7[<(y-f-««)] _ /»— »(y+") . 

hü • dt «^ « " .löge.*. 



9 + »* 
Nun ist bekanntlich auch 

c — e 

U 

Dieses in die obige Gleichung gesetzt verwaadelt die rechte Seite in 

J J e V e —e .. 

o dudiD 

u 

Integrirt man in dem Doppel -Integral zuerst nach f>, so reducirt sich dasselbe we- 
gen (4) auf 

r^i -« 1 i du 

/7[/(jf + «)]=y \e - 



Die obige Gleichung geht also wegen 

1 dg> cflog9^ 

über in 

Bezeichnet man mit Gauss i ^ — —{ durch W lo) so ist 

f dx Ix = o 

(6) V(o)=/"(e---i-)''^ 

also wenn man diese Gleiehung von (5) abzieht 

In dem Integral rechts nehme man u statt log (1 + «) för Variabele, die vorstehende 
Gleichung wird dadurch 
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(7) -^. ;^ Hn [<(y + «)] = rp (o) +/* _ ^"'^''''""^ 

y-\-u at o 4^ 

u 

e — 1 

Dem Werth von xf) (o) läast ach leicht eine etwas veränderte Gestalt geben. Das 
Integral 

— n 
-* - X . 1 

du 



l -« u ' 1 + u} 

1 — e 



verschwindet für die beiden Grenzen, wie man leicht findet Da die Function unter 
dem Integralzeichen fiir alle positiven Werthe von u endlich und continuirlicji bleibt 
so ist die Summe aller Elemente des Integrals NulL Zieht man dasselbe von dem in, 
(5) gegebenen Werthe v(Jh ^ (o) ab, so wird 



(8) ^pip)={ ^-- - -}-yu 

Setzt man nun .in (7) fiip V (o) diesen Werth ein und vereinigt rechts die beiden 
Integrale, so mrd 

CD ~_, -_^|^;^) 

_j_diog/Ftr(,-f^t)] ^f^ ^__^e . ^ 

^^^ y ^- »» dt y U ^ U f 

e — 1 

Diese Gleichung endlich nach t zwischen den Grenzen o und 1 integrirt gilt we- 
gen 17 (o) = 1 

r l. . —• 1— e i du 

(10) log/7(y + «)=y (y+»<)^ - 



« [ fi 

f e —1 

f « _ 1 ^ f e — 1 ) 

in. 

Der in (10) gegebene Ausdruck von log -flT (y + «») lässt sich leicht in einer 
convergenten Reihe darstellen. Bezeichnet man den reellen Theil durch P, so ist 

/P° ( - «« 1 — c cos »« ] rf« 
w — — 

f e — i ) 



ako 

-« —yu 

Zieht man hiervon die Summe der beiden Gleichungen 

— II — Sfü 

r '*• 

ab; so bleibt 

c — 1 
Integrirt man zwischen den Grenzen y=o y = t/ ^4 berücksichtigt; dassfiiry=o 

' « — 1 



1^ -«. 

e cos MI 



4BSCD ^ 8«. , , 2j» 

= - i JS log (1 + ^) = 4 log 



71» — «» 

e — c 



so wird ' 

(11) p = 4iog _-i!^+i(sr + «log(»' + »')'» + »*«'**°87 

C ) « 

— >»« 
00 1 1 p - r^ 1 1 \ cos »« _ 

Das zweite der Integrale rechts lüest sicli leicht unter endücher Form darsteUen. 

Es ist nämlich 

1 1 1 00 2tt 

e — 1 

-00 1 1 cos»« ^ * 1 /P c<»2»«« . 

6 —1 ' 



Wegen 



/^ cos au . n — « 



«« 2 

erhält man für den Werth des Integrals 

Die Gleichung (11) Trird hierdurch 

(12) ^ = i (y + i) log (y* 4- »«) — y + » arctang 1 + ^ log 27r 

j» 1 1^ — yn 

e cos ;5t« du 



+/0.^-i) 



e — 1 

Bezeichnet man den imaginären Theil von log/7 (y -)- ist] in (10) durch 0, d. h. 
ß == / (se — - -; — •sm»«) — 

- ^ H / 11 

^. c — 1 
so ist 



dp 



.« — sr« .1 1 



f-Hiogfe''+'')-t-yT^I=-/* — (4 + — -T) 



\ du 



Man findet flir Q auf ganz ähnliche Weise wie für P den Werth 

(13) = i»log(y« + »»)-» + (H-*)«^t«»ng- — y« sinau (jH ^) 



Ix^fof 



^ « 11/ tl 

e — 1 

Nimmt man mm in P + Qi = 11 Ijf -^^ zi) für P^ Q ihre Werthe aus (12) und (13) 
so wird 

legI7(y + »0=i(y + H»»llog(yH»*)+[(y+i)t — »]arctong-i + 41og27r— (y + 



' . « u ' u 

e — 1 



Bemerkt man dass 



log (y + «) = i log (y2 -f. ««) + » arctang — 

so lässt sich die obige Gleichung etwas einfacher schreiben 

(14) logZ7(y + «) - [(y -f i + iM) log (y + «1 + i log 27r - (y -f- «)J 
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e—1 
Es ist nun 

r 
11 Ivl u u 1 r=Qa rti 

e—1 e — 1 

und auch 

r 

l/i+ --\ = — -[«(l-e )+2i.« -2(1-« )] = — i- i{-l) _üü_ 

« ('^ - «j 2«»' " « \ ' /z(r+2) 

e — 1 e — 1 

Bezeichnet man die linke Seite von (14) durch X(%) so erhält man, wenn man 
im Integral die eine oder andere der beiden letzteren Entwickelungen nimmt 

l(») z=i 2 1 J Zl du 

e — 1 

' r=l iT(r+ 2) -I, 

1 — e 

In beiden Integralen entwickele man die Nenner . nach Poten- 

—II e — 1 1 — e 

zen von e , wegen 

J ue , du =z 



nir+2) ^0 "" • "" - fr + 1) (r + 2) r+1 

(Sf + * + ••) 
ei^ben sich nun für 

i(.) = log i7 (y + «■) — (y + ^ + «•) log (y -h «) — i log 2» + (jf + «) 
die beide folgenden Reihen 

(15) log J7( y + «•) = (y + 4 + «) log (y + »1 — (y + «l + i log 2» 

"*■ 2 2. 3 ly + 1 + «r (y + 2 + «)« ■*■ (y + 3 + «)« "T • • • •/ 

■^ 2 3. 4 l(y + 1 + •••)' ^ (y + 2 + ri)» ^ (y + 3 + «.")» ^ f. 
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+ 11- 1 ^ + 1 - 1 

■^2 4. 5 |(y + 1 + «•)♦ "^ (y + 2 + «)♦ ■'^ (y + 3 + «)♦ "^ ' 
16) log/r(y+»i) = (y+ i + »0 log (y + «■) — (y + w) + i log 2n 

^2 2. 3 '(y + »»)« ^ (y + 1 + .i)« ^ 

_ J_ J_ j 1 , 1 > 

2 ■ 3.-4 '(y + «)S "*■ (y + 1 4- „-jS + { 

+ . . . i 

Für den Fall » = o iet die Gleichung (15) zuerst von Binet (Journal de l'^c. 
polyt Cah. 27. p. 256) und die Reihe (16) von Cauchy ' (Exercises d'Anal. T. 11. 
p. 228) aufgestellt worden. Was die Convergenz dieser Reihen betrifft, so ergibt 
sich dieselbe leicht durch folgende Betrachtung. Es ist 

or> —(» + »'■)'• »• 

*=« 1 _ r^* « 

•=»(y + ,4-«-)^ ," e-1 ^'^^ 

und wenn man r alle positiven Werthe'von 1 bis 00 beilegt 

r=(X) $=QD 1 /»® — <*(y+«) 1 

2 2 1— = y « du = 



(y + « + «•) 

Nun ist aber diese Doppelsumme oflEenbar grösser wie die auf der rechten Seite 
in (15) vorkommende nämlich 

r 1 



2 2 



(r + 1) (r + 2) r+ 1 

(y + « + «) 



Bezeichnet man also durch einen positiven ächten Bruche so fiihrt die Glei-' 
chung (15) oder 16 auf 

(17) log /7(y + «) = (y + i + w) log(y + »t) — (y + zi) 4- log V^27r + » 



e 



^ Nimmt man hierin » = o und y = & wo k eine unendlich wachsende Zahl be- 
zeichnet, so erhält man den bekannten Ausdruck von Stirling 

(18 log n[k] = log y/^2jdc — & + A log * 

oder 

,. 1.2.3 k ^ , 

(19 1 = hmes I^n * = OC 

V^27i*.c .* 



11 
IV. 

Das Integral auf der rechten Seite der Gleichung (14) lässt sich noch in einer 
andern Reihe, wie die in (15) oder (16) gegebene entwickehi, ehe wir indessen hierzu 
übergehn, wird es gut sein zu zeigen, wie n (y 4-»») durch ein unendliches Product 
ausgedrückt werden kann, da sich diese Darstellung unmittelbar an die beiden be- 
merkten Reihen anschliesst. 

Wegen der Gleichung J7(y+1 -{-»•) = (y > l + »i) n[y-\-%C\ erhält man aus 
(15) wenn man dort y -i- 1 statt y setzt und dann log /7^(y + *») abzieht 

(,+i+«)iog(i+-i^)-i=4|±^-^ ^TrH*+ [ 

Hierdurch läast sich die Gleichung (14) auch schreiben. 

log nis + ü) = iog v'aff — i» + «) + (» + i + w) log (, + •») 

+ {r + 4 + «)iog(i + -^) - 1 



+ (» + l + «)log(l+ _i_)-i 

V 3f + l»»)/ 



+ . . . . 
Bezeichnet also k eine unendlich wachsende Zahl, so kann man setzen 

log J7(y + ^) = log v^27r- (, + «) + (y+*+4 + »<) log (y + *+l + «) - (* + l) 

- log (y + 1 + «) (y + 2 + «) (,+ * + «•) 

Es ist nun 

(y+*+i+«)log(y i-*+l+*il= J(f+*)log[.2+(y-f* f l)^]+i(J+*i)log[»»+(y+*+l)T 
+ (y + * + l) » arctang — — — (» + i •) arctang 



y-)-* + l ^ • ^ ' °y + * + l 

Wegen des unendlich wachsenden k kann man ein&ch setzen (sf + A?) log (sr + ^ + 1) 
für i (,+ *) log [.^+ (y+*+l)«]. Oder (y + *) log (y + * +1)= (y + *) 

^^S "*" »T*) + ^ ^""^ ^+*^ + * log (l + |.^ -f * log *. Der erste 
Term reducirt sich auf log e == 1, der zweite auf y log Ap, der dritte auf log e 
= y so dass 

lim i (y + i) log (*» + (, +t+ 1)2, = y + 1 -f (i +y) log h 

Für i (^ + «) log (»* + (y +* + 1)*) kaim einfech u log * + log y/^k ge- 
setzt werden. 

(y-f-*-f-l) tarctang — r — 7 reducirt sich aufs« und endlich (»+ii)arctang — 7— rwirdNull. 

2* 
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FasBt man also alles zusammen so wird 

1 _ * jf+M y+1 +»»| 
lim- (y + i+A+wIlogif + H-«') = »og «>r*. kk e ] 

Der Ausdruck für log 17 (y -{- ») lässt sich also auch schreiben 

ik— » 
^/^27tk.ke »+» 

lognis+u^ = log ^^^^^^ (yf2 + .0.. ..(,+*+.) • ^ 

oder wegen (19)9 wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht 

1^1 ""+ "1 = i.+i+.-)^+V+.,:.^.i,+t+^ *'■*■" i* = °°i 

Dieses ist eine analoge Definition zu der welche Ganss von /7(y) gegeben hat 
Diese Definition findet sich merkwürdiger Weise schon in emem Briefe vom 13. 
Oct 1729 Euler's an Goldbach (Correspondance math^m. et phys. de quelq. c^^bres 
g^om. du XVm siecle p. p. Fuss. Petersbourg 1847. t I) Euler bemerkt dort ohne 

u e du sich ausdrücken lässt durch 

' o 

M m 1 — m m 1 — m m, 

1 .2 2 .3 3 .4 



1+m 2+m 3+m 
was im Grunde genommen der von Gauss gegebene Ausdruck in etwas veränderter 
Schreibweise ist 

V. 

Die in (15) und (16) gegebenen Reihen sind zwar convwgent; die Annäherung 
gegen eine gewisse Gränze geschieht ^ selbst für ziemlich' grosse Werthe des Moduls 
V^(y* + *^) ^on y + w, indessen sehr langsam. Dieses hat Binet bewogen seine Reihe 

durch geschickte Transformationen auf die Form 

a' , . «" , o'" 



a-fl ■ »(«+l)(x + 2) ' ' (x + l){x',-2)(»-\-3) 

zu bringen. Die hier auftretenden Coef&cienten haben den Nachtheil, dass sie müh- 
sam zu berechnen sind und mit dem Index unbegrenzt wachsen. Bezeichnet man 
das Product {« + 1) (» + 2) {a> + n) durch p so wird 






dx 
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Die ang^ftngte Null bezeiohnet^ dfu» nach der Differttitiation o; = o bu neh- 
men ist. Man übenei^ sich leicht; dass fUr ein nicht sehr grosseB x die obige 
Reihe nur langsam oonvergirt nnd daher sehr schwer eine Prüfimg gestattet In sei- 
nem ;;TractataB de interpolatione serierum^' hat Sterling zuerst eine Beihe för die 
Summation der Logarithmen der natürlichen Zahlen aufgestellt mit welcher sich spä- 
ter Euler beschäftigt hat Eine elementare Darstellung derselben findet sich in dem 
Capitel der 'Differentialrechnung; welches von der Differentiation der inexplicabelen 
Functionen handelt Diese Reihe ist von späteren Geometem oft als divergent ver^ 
werfen worden/ Legendre hat eine beschränkte Anwendung derselben als einwnrfih 
frei nachgewiesen und gezeigt; dass wenn die Annäherung bei numerischen Rech- 
nungen auch nur eine limitirte sein kann; dieselbe doch weit über die Genauigkeit 
der mathematischen Tafeln hinausgeht Bezeichnet man die linke Seite der Glei- 
chung (14) durch il(y-{- m); so sieht man gleich; dass für grosse Werthe des Moduls 
V^(y^ + *^) ^ ^^ vortheilhaft wäre, das Integral links nach absteigenden Potenzen 
dieses Moduls zu entwickeln. Nun ist 

J.^ 1 £v r=QO 1 

oder wenn man rechts nach aufsteigenden Potenzen von u entwickelt 
1^_1 1 v_ 2 1 2ti» 1 2ti^ J^ 

e — 1 

Bekanntlich erhält man auch wenn man die linke Seite mittelst des Taylor'schen 
Satzes entwickelt 

(2) ^{-V— " 7 + O ^ *' ~ '''''' "^ "'''' "*"'*' 

e — 1 
wo 01; 02 • • • • ^^ Bemoulli'schen Zahlen sind; so dass 

n 2n 2» 

{2n) r 

Die Reihe (21)zeigt gleich; dass die Entwickelung nach Potenzen von u nur 
dann zulässig ist; wenn u <C 2n und man sie nicht unbedingt in 

— (SF+»»)« 

(2) X(, + u)=fe (_-fi-^)- = ^^^-7-- uäu 

e — 1 e — 1 
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anwenden darf, wo u alle möglichen positiven Werthe annimmt Es wird immer 
erlaubt sein zu der Gleichung (23) auf beiden Seiten einen endlichen Ausdruck 



1.2y+M 3.4 (y+«)' 5.6 ^+»i)« ' (2n— 1)2» 2»-i 

(y+w) 

zu addiren, wo fii, £2 .... die obige Bedeatong haben. Den Aosdruck If ^brin- 
gen wir auf der rechten Seite anter die Form 

< "^ ' 77(2) ^J7,4) 77(6) ^^ ^ 77(2»)' '« 

e — 1 
« 
Entwickelt man nun e — 1 im Zähler unter dem Integralzeichen nach Potenzen 

von « multiplicirt die beiden Reihen mit einander und addirt If zu ^ («-{-»), so wird 

i(y+») + Ä ='i 4 « I «1 « + «2«» + 85«' + \ du 

/— 1 
Wegen der bekannten Eigenschaften der BemouUischen Zahlen verschwinden 
unter dem Integralzeichen die 2» ersten Potenzen von «. Die Coefficienten 61 ß^".' 
sind durch folgende Gleichungen bestimmt 

Bn+l 



«1 = (- 1) 
«2 = (-1)' 



II{2n -\- 2) 

Bn+i 



27(2« + 2) 77(2) 

' ~ ^ ^ 177(2» + 2) 77(3) 77(2» + 4)( 

*~ ^ ' l77(2« + 2) 77(4) 77(2» + 4) 77(2)/ 

allgemein 

- f ,.* / Bn+\ 1 g»+2 1 

82m-t - (- 1; |^(2«-f 2) 77(2«- 1) 77(2»+4) 77(2m-3) 

+ (_ir^ **+" l 



77(2» 4- 2m)f 

« - /--n" / ^»+> 1 _ ^»+^ 1 

*'*"• ~ ^ ^ i77(2n+2) 77(2m) 77(2»+4) 77(2m - 2) 

m — 1 Bn+m 1 I 

"*■ ^~*^^ 77(2m + 2») J^)r 
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Es ist nun klar, dass hiernach 



ist. Hierdurch erhält man 

.„ + „1 +., < ,_ „• «Ltl^^ . r^, 2- + 1 

/7(2n -f 2) (y + »•) 

Bezeichnet man den Modul V^(y' + »*) durch a?, so wird derjenige Werth von 
n am vortheilhaftesten sein für welchen 

Bn+\ 17(2») _ 2ZZ(2n) ® 1 

n{2n + 2) 2n+l ■" 2n + 2 2ii+l i 2n + 2 

a? (27i) 0? r 

ein Minimum wird. In diesem Ausdruck kann man ohne Fehler, da x ziemlich 
gross angenommen wird, setzen /r(2n) = 2v nn(2») e und 2 = 1 wo- 

r 
durch derselbe übergeht in 

(25) ' ^ ("-"j V" 

Der Term y^n influirt wenig auf das Minimum, so dass man nur das Mininfiiim 

(n \2ii 2fi 
— ) e zu nehmen hat, welches für n = nx stattfindet FVir diesen Werth 
nx^ 

wird der Ausdruck (25) 

ny/"x 

e 
Fasst man das Vorhergehende zusammen, so wird 

(20) log i7(y + »t) = i log (y + ,»)-[-(y-|-«-) log(y+»i)+log V^2n - (y + aw) 

■^ 1. 2y + « 3. 4(y + «)5 • • - • t v ; (2tt-.l)2»(y + »•) 

» = 7rv^(y« -t- O 

-2«K(y« + »«) 
c 
Der Fehler hierbei ist abgesehn vom Zeichen kleiner wie : 

^VV + »») 

Um die Anwendbarkeit dieser Formel am besten zu zeigen wollen wir in eini- 
gen Beispielen für reelle Argumente dem letztem möglichst ungünstige Werthe 
geben. Es sei 



16 



i (x) = log n(x) — (» + 4) log * + « — 4 log 2« 



B 1 

1. 2 'x 



3. 4 1 
fii x* 



+ (-1) 



Bn 



(2»— 1)2» 2I.-1 



Nimmt xnan. successive a> = 1; 2, 3 so ergiebt aich die Berechnung von X [x) 
mittelflt der Reihe auf folgende Weise 



X = 1 
Istes GUed + 0,083333 3333 



2te8 
3teft 
4te8 
öies 
6tes 
7te8 
8te8 



— 2777 7777 

■ 0555 6556 

4- 0793 6507 



« = 2 
-j- 0,04166 66666 6 
^ 34 72222 2 



1349 2063 

595 2380 

0753 9683 



+ 



+ 



31 94444 4 
2 48015 8 


4 42460 2 
46502 9 


3 95957 3 
16440 6 


4 12397 9 
09362 9 


03035 .0.. 
ÖTÖ02 1 


10937 1 



9tes - 




■ - • 




lOtes - 






• 


£a ist femer 










(log 2 = 0,69314 


71805 


59945 




log 3 = 1,09861 


22886 


67109 




log yT" = 0,57236 


49429 


24700 



a; = 3 

+ 0,02777 77777 7777 

- 10 28806 5843 

67 48971 1934 

32660 5264 



+ 



+ 



+ 



+ 



81631 7198 

02721 7105 

78910 0093 

427 6537 

9337 6630 

108 2449 

229 4181 

,40 2067 

69 6248 

20 5943 

49 0305 
13 9108 
62 9413 
11 9872 

50 9541 



Die Anzahl der zu berechnenden Glieder Wh fiir x = 1, 2, 3 -respei^ve zwi-> 
sehen 3 und 4, 6 und 1, 9 und 10 nimmt man also das arithmetiacbe Mittel, wel- 
che« sich aus den Resultaten fUr 3 und 4 Glieder etc. ei^ebt, so erhält man fol- 
gende Rechnung 
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'i(l) = log 



•e 



»ritbmet Mittel 

aas der Reibe 0,08105 158 
walirer Werth 0/)8106 146 
Differenz — 0,00000 988 



i(2) = log 
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0,04134 06986 
0,04134 06959 



m = H^Uiy 



0,02767 79256 9477 
0^767 79256 8744 



+ 0,00000 00027 + 0,00000.00000 0733 

Diese J)i£FereBzen sind yerh&ltoissmäsBig so äusserst gering, dass die practische 
Brauchbarkeit der obigen Reihe (26) von sdbcrt einleuchtet. Die Anwendung der 
von Binet gegebenen Reihe seibat in ihrer transformirten G-estalt . würde in den obi- 
gen Beispielen ein Werk der Unmöglichkeit sein. Obgleich n mit x wächst ist es 
ganz unnöthig viele Glieder der Reihe ^mitzunehmen, sobald es sich nur um eine 
gewisse Gränze handelt Die 31 ersten Bemoullischen Zahlen hat Rothe in Crelle's 
Journal (XX. ^p. 11) zusammengestellt, von denen Euler schon die fönizehn ersten 
berechnet hatte. Man findet Logarithmen von einer grossen Anzahl Decimalste]len 
in Koraleck's: Methode nonveHe pour calculer les logariih. des nomb. Paris 1851. 

VL 

In den Elementen der Integralrechnung wird gezeigt, dass 

f e dt =5 » v'V - 



Setzt man t' statt fi im Integrale, so sieht man leicht, dass nach der Bezeich- 
nung in (1) dasselbe gleich \ n{ — ^ ist, woraus folgt 

Nimmt man nun in (10) »^x= .0 y i= — ^ so wird auch ^ - 

/•* — « 1 du 

log /7(-i) = log >/-'' = / f- i «^ + -1-^— ) - 

* + 1 

£^8 ist bekanntiich 



(27) 



^ -2« 2u' u 



1 -fc 1 •■==® (— 1) 



1 — e 



r=l •» + M* 



Hieraus folgt 

n /l £1:^ - 1) * = Tc-il _ 1) ^ = - log v-2 



(27-; 



1—e 



— 2n 2« » 



«— 1 



« u 



V 



■V =!? 
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und wenn man diese Qleicbtmg von (27) abzieht 

(28) log ^r(2»r) =yr 1 1 - 1 r" — ~\ l? 



du 
u 



Man setze nun zur Abkürziusg: 

^ = ^<-2-^>^<-r«>---^^— 2;r> 

4 = JI(-l) i7(-i) i7(_!^) 

n n n 

wo n eine ganze ZaM bezeichnet Mittelst der Qleichiing (1(^ lässt sich log B auf 

folgende Art darstellen 

(29) logfi=^ U-e -_+ — TT^- T 

f . . e— 1 1_« T J 

2Ueht man hiervon auf beiden Seiten 4 n log 2n; nach der Gleichung (28) ab so bleibt 

logB-|log2.=/j-^+-^^-« 

Setzt man im Integrale rechts « filr — so wird dasselbe gleich 

n 

f(t 1) *• 

e—1 
d. i. nach (27') gleich — log •/"2 folglich 

(30) log ß = ^ (» log 2n — log 2) 
Der Ausdruck log A lässt sich darstallen 'durch 

(31) log 4 =^ i - -^ * - -;— + — i ) 7 

e-l T« 



c" -1 



Zieht man hiervon die Gleichung (29) ab, so ist 

I 



,S*> 2« " . 00 



log 



^ f(. -» e -^ du ft -2»» , 1 X rfu 



1-j-e 
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Wegen 

/^ —2« —2m« 
e —e - 

du 

u 

wird 

log 4 + 4 i°g " =/ (* *"*" + -r-)7 

e— 1 
Das Integral rechtB ist nach (27) gleich Ipg yf" «!«> 

log 4 = * log T 

oder wenn man £ür 4, Ä ihre Werthe einsetzt und von den Logarithmen zu den 
Zahlen übergeht 

■ 'm A = m- -5-1 "(- ^) m-^) ■■■■"[- •-=i)=|^ ' 

^ ' n n n n ->/ n 

Man nehme nun den allgemeinen Ausdruck 

1 n — 1 

(32*) « ^ log /7(y + «) /7(y -h ftf — — ) ^(y + » j^ ) 

oder nach (10) 

log « =/")("yi+«*^-^) ^"' - -^- + \ — j ;r 

Hiervon die öleichung (31) abgezogen 

- , — (y+»)« 

— ** 1 — « J rftt 

log B 



e* -1 



- log A =•/ j n (y + »i)e ''i -^ / 

=/ )« (y + 



-"*(y+«»)« . 

—»1« 1 — e \ du 

«•)e — 



e — \ 



Nun ist 

r \ — » 1— e 

log /7 («y + «5») =-/ I «(y + «1 « ;; — ^ 

e-1 

3* 
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Subtrahlrt man diese Gleichung von der Vorhergehenden so bleibt 

log e — log A — log 17 («y -f «»•) = — II (y + «) 7- 



u 11 

= — « (y + »i) log » 
Setzt man hierin für A und 6 ihre Werthe aus (32) und (32*) so wird 

Dieses ist djis bekannte Multiplicationstheorem von Qanss auf complexe Ali- 
mente ausgedehnt. 

VIL 

In der Gleichung (4) nämlich 

Je u du = e /7{y -f- »•) 



nehme man y = 0^ also 



o 



— :mv mm «• 

e u du = V n{zi) 



— 
Multiplicirt man .nun auf beiden Seiten mit e dti und mtegrirt nach r zwi- 
schen den Grenzen o und od so erhält man 

00^ -r(l + «) ü flo_*i _. 

t)c « (Ai£h? = n[u]J fD e dv 

Das Integral rechts ist gleich II { — m). Integrirt man links zuerst nach d, so wird 



^^ySPcos(»log u) -{- i sin (» logt«) 



Setzt man nun im Integral log ii = tr so geht dasselbe über in 

/^ cos MC + » sin Ätr f» , 
--—Z 2 •'''«' 

{e + 1) 

Man beweist leicht , dass der imaginäre Theil verschwindet und der reelle gleich 

CO 00 • 

2 / cosÄtp- rfto = 1 — 2« / (/ir 

|ir 2 o w 

(« +1) e +1 
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1 — «p 

ist Entwickelt man nach Potenzen Von e so geht die Gleichung (35) 

wegen ^j^i 

/ e sin zw du> = 

o «» + »« 

üb^r in 

/7{«) /7(— »•) = 1 +• 2 -:? \ ^ \ - — = • 

Eine Gleichung , die sich auch leicht ergibt aus 



0+t*)(i+90+t) 



tl 

" e-\ 



Nehmen wir den allgemeinen Ausdruck i7(y+w) n[ — y — arf). Für den Lo- 
garithmen desselben hat man 

^( yu — iri»\ oDif» — y» . 

yr\e j.^ /cosw — 2 d« . . f e —e «uzti 

e ^1 e^l 

= A + Bi. 
Zieht man von Ä 

log i7(»i) J7(— •) =f 

ab, SO wird 

/OD y« —y* ^ 
e +« —2 dl» 

..^ ._ ,,-, __ , , „ — cos Uf — 

e— 1 
Ist nun y < 1 so hat man bekanntlich die Gldchong 

1 e -i-e —2 _ 1 — g _ 4 1 1 — c<»2*"y 

ü" « ~ u i ll»+(2#7»)« 

e — 1 
es wird folglich 

/• 1 — e SP / 'COBMI. 

^-log/7(«)l?(— ■) =^008«.—^ di.-4J(l - coB2«-«jf).-/ ^,_^_^g^^, *• 
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Die rechte Seite ist, wie man leicht findet gleich 

i log (y« + »2) + log ^—^ i log [a^''*-^2cos!27iy-|-c~^"*] 

also da 



91» — «» 

log ZI(»i) n(— ») = log 2n — log "^ ^ — 
so wird 

^ = i log (y* + »*) + log 271 — i log le —2 cos 2ny + c I 
In dem imaginären Theil der obigen Gleichung 

D z=J sm ftti . — 

o u ti 

e — 1 

nehme man 

e — e ""•V GD 2871 . ' 
= e — 4 -J sm 2 «ww 

e — 1 

es wird hierdurch, wie leicht folgt 

— 2»» 
« An.27tu ,e n * 

B = arctang 1- arctang ■ -|-| — (2y — 1) 

y — ' 2ä» 2 

1 — e , cos27i^ 

oder 

7f» — n» 



B = arctang ~ — arctang I tang ny) 

e — e 
Man findet endlich 

A + K = log/% + «)/7{--y--ai).= log2jr+ilog(y*-|-»«) — ilog[(e -e )QQ%h^ 

n% — 71» 

71» - 71» -. y ^ß ^ß V 

4" V^ + ^ / sin* ^J — «y arctang — + » arctang ( ■ — tang fffy ] 

j( V jf» — 71» y 

e — € 
oder nach einigen einfachen Reductionen 



71» — 71»^ 



(35) /7(y + «) /r(- ,—'*) = - 



8mnr(y-j-»i) 
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Für % =. o erhält man die bekannte Gleichung Z7(y) II( — y) = ?-. Die 

Gültigkeit dieser Gleichung so wie die von (35) erstreckt sich von o ^ y < 1. 
Setzt man in (33) z = o und nimmt für y, n, bestimmte Zahlwerihe^ so bemerkt man 
leicht wie sich diese Gleichung aus der obigen (35) fiir s = o zusammensetzt Eis 
ist nicht schwer durch Combination dieser Gleichungen den bekannten Ausdruck 

n 2» n— I ( r i 

1 — 2q cos 2nxn -^ q = P \l — 2q cos2(a? -f ~) tt -{• q^\ 

abzuleiten. 

vui. 

Die Function log n(x) oder allgemeiner log n(xa +■ p), wo a, p zwei Con- 
stanten sind; kann als die Ordinate einer Curve angesehn werden, wobei die nicht 
uninteressante Frage nach dem Inhalt dieser Curve zwischen zwei bestimmten Ordi- 
naten entsteht Dieses Problem, etwas weniger aUgemein hat schon Prof. Raabe 
behandelt, indem er von dem Multiplicationstheorem (35) ausgeht (Vergl. Grelle. 
Journal. XXVm. 10 und XXV. 146). Die hierbei befolgte Methode n unendlich 
wachsen zu lassen ist sehr complicirt und erfordert specieUe Betrachtungen, je nach- 
dem, p eine g«nze, gebrochene oder incommensurable Zahl ist 
Nach den früher gegebenen Formeln ist: 

00 ^ —(^ + Ph 

log n[ax + p) =f hax -h p) ß"" — ^ 1-^ 

e —\ 
Es sei nun a eine ganze Zahl. Man findet leicht 

(36) f log Jl[ax + p)dx=f ^(p + ia)r*'-J_+ 1— f ^ 1- 

e — 1 e — 1 

Bekanntlich ist 

00 -(!» + '■)" 
ip + r) log (p + r) - ip + r) =/ |(p + r)e~"- -Zll- ^^ 

also wenn man r alle Werthe von r = 1 bis r = a beilegt 

00 — «» — F<* 

1, /. v^+P/o .'^+P , «+p2p+a+l r/2p+aH-l -«1 1—« e \du 

-log(l+p) ^(2+p) .....(fl+p) - ^ ^ =^ ( ^^ « + )- 

a 2^2 tiauM/ti 

c —1 

Zieht man diese Gleichung von (36) ab, so bleibt rechts 
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r*!l , -« 1 N du 

u 



— 1. 
d. L nach (28) log v^S» folglich 

/logZ7(a<r+p)(te=logV-2^-^±^ + llog(l+^)'"*^(2+p)'+\...(a+p)"+' 

Setzt man — für a? ^'m Tntegral und a = mn, so wird 

/" log27(«a,+p)da.=mlogV^2. m^El^+}. log(l+p)'+''[2+pf+'^+„^f+'^ 

Für den besondem Fall; dass ii = 1 p = o ist wird 

(37) log 1^ 2«. 3^},...nr=J^logll[x\dx - mlogy^^ + ^^^+^) 

V 2 

Diese Gleichung gilt für ganze m. Nimmt man die von Gauss gegebene Definition 

„, , 1. 2. 3 h m ^^ 

^""- (.+ l)(,+ 2)...>+t) ' 1* = »' 
so folgt 



A me 



/ \ogn[x)dx = mlogn(m) + log ^^' ^^ ^^'^*^ ^ «***"'2 

(m + l)> (m + 2)»....{iii+i>* 
Durch Vergleich mit (37) wird, also 

1. 2 .....m = \n{m) -r\ 1'. 2« * ^^Y 



^^ (ni + l)Mm + 2)^...(m-t-*) 

Der Ausdruck rechts kann als die Definition einer neuen Function f(m) von m 
angesehn werden, welcher ftr ganze m den Ausdruck der Unken Seite gibt und für 

den die allgemeine Gleichung gibt f(m + 1) = (m + 1)"* "*" \ f(m). Da die Untersuchung 
dieser Function keine Schwierigkeiten darbietet, so übergehn wir dieselbe, und be- 
merken jxxxr noch den Werth des folgenden »fachen Integrals: 

^W/ j[^ogn{xi fa;2 + .... + .r -f p) ctej cte» . . . . da? ={p + n)\g {p + [n) 

— («-1) (P + «— l)*log (p-f.»— 1) 

(«— 1)(»-^2), n -_, 

H 172 ■(''+'»-2) log(p + «-2) + +t-l) (p -»- 1) log (p + 1) 
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(1 4-1+....+ i) i(p+.f-(^i)ip+^irH- '— ^"';-'' (,+.-a)- 



n — 1 « 

+ (-1) .(p+1) 



n. 

Die in VII gebrauchte Gleichung 
(l~y)i« y« 



= 4 -^ ^ , ,^ ^^ Bin 2«ny 



, « tt« + (2ot)» 

c —1 

lässt sich zu einer eleganten Darstellung von log Uly — 1) anwenden, wenn y zwi- 
schen den Gränzen o und 1 liegt. Setzt man in 

e — 1 
(1— y)« y« 
für f ^Zt^ die obige Reihe und 2y-l £ ^ "in 2*ny 



• TP « 

• — 1 



SO wird 



* /7(— y) **« 1««+ (2«r)« ..« f t. 



n(-y) 

oder wenn man im Integral 2snu für u setzt 



— 2«n«l dtf 



n{jß—l) _ £ ^ sin2*;ry ^«1 1 _ — 2i««l 
^^ /r(-y) ~ n 's 4 11 + n* "" f ti 

Das Integral rechts bezeichne man durch J also 

~% ll + II« ~^ / V 

Man findet leicht, dass 

/")_i ^l* = o 

ist, setzt man nämlich — f&r « so ändert der Ausdruck rechts nur seine Zeichen. 

u 
Hierdurch lässt sich / auch schreiben 

/» i 1 — 2jiwii du 
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d. i. wegen 

^ 1 , 00 — •• — 2tnu 
tp(o)=f \e — __. - log2*7r=jf du 

J = log 2s7r — tp(o) 
Man hat also 

, Uly — 1) 2 ,, ^ ^ , ,, ^ sin 2sny . 2 ^ sin 2sTpy , 

und wenn man hierzu 



log/7(y-l) /7(-y) = log 



sin ny 
addirt so wird 

log/7(y — 1 = —~^(ip(o) — \og2n>i + ^ log -^ + - S ? log s 

2 sm^ TT « 

Aus dieser Gleichung lässt sich noch leicht eine bemerkenswerthe Summe ablei- 
ten. Setzt man successive —• und — - für y und addirt beide Resultate so folgt wegen 

2 2 



"(C-i^'-0"(l-0 = 



2»« 



•»"»(-1)«,^) 



die Gleichung ^ , 

+ i [log TT — log sin »y + ^(o)] 

oder wenn man ^ — y für y setzt 

cos jry , . cosS/ry o . ^os 5;ry cos Tny , 

c— — ^ log 1 -— log 8 + — log 5 —^ log 7 



= - y log /7(- |- _ I) 77 (| - ^) + ^ (logTT - log cos ;r. + tp\o)). 

Dieses ist die einzige Reihe von der Form 2{ — 1) « loffm deren 

Summe sich auf log 17 (y) und yj{o) zurückfuhren lässt. 

Wenn das Argument y imaginär oder complex ist so lassen sich ähnliche Rei- 
hen wie die für log 77 (y — 1) gegebene aufstellen , da dieselben indessen^ um con- 
vergent zu sein, in einer sehr complicirten und uneleganten Form erscheinen so 
unterlassen wir ihre Au&tellimg. 



•• /^^4^- 
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X. 

Man durchBchaut leicht, dass die Summen der Reihen von der Form 2 cos sa 

log (1 dt — *) 2 sin sa log (1 ii — ) auf eine bestimmte Anzahl der Functionen 
s 8 

log n{x) zurückgeführt werden können. Diese Summation ist dann möglich wenn 
a zu TT in einem rationalen VerhäJtniss steht — ein Fall, der wohl für alle numeri- 
schen Rechnimgen ausreicht Um die Formeln nicht zu sehr zu compliciren setzen 
wir X reell voraus, obgleich die nachstehenden Summen auch fttr complexe o; gelten. 
Es ist bekanntlich 

»—1 r^\ rqn i «+^i »—1 r— I ran i l«+?l m 

2[-l) cos^ =^ {l+(-~l) I ^(-1) sin-^=.j]l-(-l) jtangg 

«—1 r— 1 rqn »•+?"h1 an 

S[-l) rsm-— = i«(-l) taüg5- 

j ^ n «SU 

ru u 

»—1 r— 1 rqn — T — — 

J(— 1) sin-^ c ••=«•• 



-1 r — 1 



^?^ — 



1 



n 



. flw 


1 + (- 


ir'-^T- 


tl 

* cos ^~ 
n 




sm 
^ fi 

- 1 


N 


0^ 

cos ^— 4- tf * 
1 + e^ 






i+2r»coB^ 

n 


+ * 


n 



Wir haben diese Formeln zum einfacheren Verständniss der folgenden Summen 
aufgestellt. Je nachdem n -f- 9 grade oder ungrade ist, sind zwei Fälle zu unter- 
scheiden^ die wir successive betrachten wollen. Um Wiederholungen zu vermeiden 
soU r die Summation von 1 bis n — 1 und s die von 1 bis oo bezeichnen. 

Erster Fall n -f 7 ungrade. 
Multipliern man 

r-» 1 rqn 
auf beiden Seiten mit ( — 1) sin — ^^ und legt r alle ganzzahligen Werthe von 

n 

1 bis n — 1 bei 80 wird die Stunme unter dem Integralzeichen 

4* 
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tl 



• •< 



8m — . ^. — .^ 



n II « 

1 + 2e~'^ co8^ + r^ 

fl 

oder wenn man mi für fi setzt und berücksichtigt das allgemein 

— n 
e sin a •— t — « 
^ = JS ( — 1) e sin «a 

1 + 2e cos a + * 
so hat man 

^® —XU 

-^ « e (-1 sm-2- Ai = ^(—1) sin^^ »log (1 + — ) 

folglich 

Setzt man hierin — x für x und zieht die neue Reihe von der vorstehenden ab, 
so wird wie man leicht findet 

S(—l) sm-^ log cotang.Ä-— — = -!?(— 1) sm -^ log — 

fl 2n n $ — X 

wo natürlich x <1 1 sein mnss. Qanz auf dieselbe Weise folgt 

log + i(— 1) COB iL log ; 

= ^(-1)' 'c08'i^l0g(l + -). 

fl s 

S^tzt man hierin* wieder — x für x nnd addirt die neue Reihe zn der vorste- 
henden, so wird: 

r — x 
tang n 

^»1 ^» . ^/ ^/~^ '■fl'^ 1 2ji 

log log tang — + 2( — 1) cos — log 



2ii 2ii « ^ m 



= :s(-ir'co.^log(i-f) 
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Zweiter Fall n -\- g graed. 

J7(^=^)ff(--1) 
4 ^—1) sin— log ; = ^(—1) «Ol— log (1 + — ). 

• /,(!±f-i)/r(-A 

j fl fl 

8in n . , 

J ^(—1) sin — log = -^ — 1 81» — log --^— 

n . r — a? n $ x 

sin TT — = — 

Z7(--1)J7(--) 

^ /,(?±!:_i)ir(^) 

jwp ^ r + » r — X 
— Bin jr sin n 

log 1- \ S[ — 1) cos -^ log ^ . 

Bin — sin — sm -^ 

n n fl 

«—1 $Qn x^ 

= ^(-1) COB ^ log (1 - -). 

Die Yorstekenden Reihen lassen sich "^ noch weiter combiniren mit den folgenden 

^, , « — t . , s -^ X _ /sin I2s — 1 — a) nx sin (2« — 1 + a) «a?» 
^( — 1) sin fjra log = 2 \ — i — ^ 

+ 4 [V(- i^) + V (- ^) - 2V(o)] 

WO ^ < 1 er < 1. Da indessen der Beweis dieser Reihen flir den vorliegenden 
Zweck etwas weitläufig wäre so begnügen wir uns mit ihrer Angabe. 
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Inmerkimgeii. 

Wir wollen noch einige merkwürdigen Ausdrücke für log n[x) und ip[x) zu- 
sammenstellen, die für manche Zwecke nützlich sein können. 
Es ist 



00 — nu 






1— « 



— U 



oder e = «? gesetzt verwandelt das Integral in 



1 

/ ar 1 _ ip 



1 IT 

und wenn man 1 — 1& tnr w nimmt 

-J (1 — fr \ L dw 

IC 

Da nun 1 - (1 — «>)'*= na - ^ ^"^ ~ ^^ tr» + + (— 1)V so erhält man 

wegen 

i (<r + !)(« + 2) {ar+p+ 1) 

die Gleichung 

J_ + _l_j. '1 _ « »(n-l) ,(,>^i)(,-2) 

*+l *-t-2 , + « «4-1 *(«+!) (« + 2)"^ *(*+l)(»+2)(«+3)""" 

_ — lj_ n(»-l) 1 

» ■ (« + l)(*+2) (» + «) 



Setzt 



man m 



rf/7(aj] 



«QQ _ 



6 O log 1? (/O 
047 O 

o U 



und integrirt zuerst nach o, so wird 

, , . r* ( cos (« + 1) arctang u\ du 
yj(x) = J )cosii , — ^— ( — 



(1 + f|2) 2 
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also 



/f» ( , . ^, . cos {• + «-fl)arctangui du 
cos (*+l) arctang ti i ^^ ^^ - ^q-j- 

' (! + «») ^ «(1+««) "2" 



oder arctang « = ö gesetzt 






/'*w n coc 

W(x + n) — V^(«) =:^-^ (C0S(«+1) — 008(11 + « -hl) ÖCÖS 6) —7—^ 

^ ^ Bin ö 

Für *• = 1 folgt hieraufl immittelbar die bekannte Gleichung 

. — l — = ri sin [9 + 2) e . (cos ef dB 
« + 1 i 

Wegen tff(— a?) — ^ (» — 1) = tt cot tt«' wird 

, ' n t «—1 —x\ dB 

n cot. TTiP = rr ^coB a?d . (cos B) — cos (a? — 1) Ö . (cos B) \ 



o 

also für a? = ^ 

w cos 4d — cos 4d . V cos d ,^ 
n =fY —* 1_- dB 

^ sin ö . (cos BV 

eine Gleichung, die nicht leicht direct zu beweisen sein möchte. 



sin B 



Der Gleichung (14) kann man leicht eine etwas veränderte Form geben. Be- 
zeichnet man die linke Seite durch ^(y + s«) nämlich 

X(y + «) = log n{y + »•) - (y + i + »0 log tj^ + »0 + (y + «) - 4 log 2^ 
so ist 

— ^ 00 ""y" 00 ~^ . 

Bekanntlich ist 

1 >,« — 2#m» 
= — ^ e : sin tiürfo 



also 



^«>e cos »tf _ y^r'^e'^^e'''^^ sin (o + g) ti + sin (t? — ») ti ^^ ^ 



(2«7r)a 
Integrirt man rechts zuerst nach u, so wird 
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00 ""jf'* 00 «, 

/e cos Ätt , r — 2«w 

•, . _ — TZ rffi = .7 « ia 



2^ 

Ebenso folgt ' 
^00 — ,yi^ 



farctajig f- arctang ^ ?i de 

\ y .y i 



Mit1;ekt dieser beiden Gleichungen folgt leicht: 

00 log (^LniLzzAT) 



il(y + «1 



2ne 
e - 1 



Ffir % ^ ei^bt sich der zeerst von Binet aufgestellte Ausdzack 

00 arctang ^ 
X (») = 27 , » ^ rft). 



.' •■<,/'■*• 






;^.l^itt.:^iiu*.,*^^ 



»^^**.hi;X:^i 



*^^^-^«::^^^?r^,^._ 



.i^^.. - ..«, 



• - • 




Jt- 



iftL^j 




